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Prolog

Lidové noviny, 22. 6. 2005: Prezident Václav Klaus si včera s akademiky vymě-

ňoval názory na to, jak moc jsou k vědeckému bádáńı potřeba peńıze. A zejména

mladé vědce svými slovy př́ılǐs nepovzbudil. De facto jim totǐz řekl, že by je

nemělo nijak trápit, pokud se v začátćıch své kariéry potýkaj́ı s chudobou. Klaus

jako jeden z argument̊u použil výrok rakouského filozofa Josefa Poppera, který

řekl, že “pro vědu je lepš́ı chudoba než opulentńı život, který ub́ıj́ı myšleńı”.

Nechávám se inspirovat nekonečně moudrými myšlenkami pana prezidenta

a filosof̊u, které rád cituje. Proto před sebe pokládám prázdný taĺıř, jen pro

zpestřeńı na něj mimoděk poušt́ım kuličku ze starého ložiska. Kulička se váĺı,

krásně rachot́ı.

Neńı to vlastně zaj́ımavé téma pro seminář s řešiteli Fyzikálńı olympiády,

který už brzo chceme pořádat?? Dokáž́ı mlad́ı nadšenci takovouto situaci po-

psat na základě standardńı středoškolské výuky? Asi ne – k prob́ıranému har-

monickému oscilátoru má kulička na taĺıři hodně daleko. Jaký postup bych jim

mohl nab́ıdnout, aby to nebylo složité a každý měl šanci podobné počty zvládnout?

Plánujeme, že kolegové těm nadaným středoškolák̊um něco řeknou o derivaćıch,

ukážou jim, že jednoduchých rovnic s derivacemi – diferenciálńıch rovnic – neńı

třeba se bát. Na to se dá skvěle navázat. Tak to zkuśım.

Taĺı̌rový oscilátor

Před námi lež́ı jednoduchý taĺı̌r s hladkým povrchem. Polož́ıme-li na kraj kulič-
ku, váĺı se po taĺı̌ri sem a tam, ale jej́ı výchylka se postupem času zmenšuje. Je
to svérázný oscilátor, jehož chováńı lze např́ıklad charakterizovat periodou. Ta
se dá jistě změřit pomoćı stopek, umı́me ji ale také spoč́ıtat? Dokážeme tedy
pohyb kuličky na taĺı̌ri kvantitativně popsat?

Na středńı škole se obvykle prob́ırá harmonický oscilátor, který může být
např́ıklad realizován jako závaž́ıčko kmitaj́ıćı na pružině. O vraceńı do klidové
polohy se zde stará śıla pružiny, která je v použ́ıvaném přibĺıžeńı př́ımo úměrná
výchylce. Kuličku do středu taĺı̌re v našem př́ıpadě vraćı složka t́ıhy na šikmém
dně taĺı̌re. Je zcela jasné, že nejdř́ıv bude třeba taĺı̌r proměřit. Měřeńım źıskáme
profil taĺı̌re, který také ř́ıká, jakou potenciálńı energii má kulička v každém mı́stě.



Obrázek 1: Opravdu, ale opravdu prázdný taĺı̌r s poživatelnou, ale nevýživnou
ocelovou kuličkou

Bylo by hezké, kdyby nám znalost potenciálńı energie stačila a nemuseli jsme
se starat o śılu. Pokusme se s t́ımto záměrem přeformulovat pohybovou rovnici.

Nebudeme tu dělat v̊ubec nic nového, jen velmi povrchně a zjednodušeně
dojdeme k tzv. Lagrangeovým rovnićım II. druhu. Nenechte se zaplašit t́ımto
názvem, nebudeme zde prob́ırat nic z tlustých učebnic teoretické mechaniky [2],
[1]. Pokud vás však budou podobné triky zaj́ımat, směle se do citovaných knih
pod́ıvejte.

V následuj́ıćım textu budete potřebovat vědět co je to derivace a jak některé
derivace spoč́ıtat. To je napsáno v mnoha knihách a také je to jedno z prvńıch
témat na jakékoli vzdělávaćı akci pro středoškoláky. Teprve pomoćı derivaćı lze
rozumně přehledně r̊uzné fyzikálńı jevy matematicky popisovat a nav́ıc derivace
neńı zas tak obt́ıžné pochopit. V daľśım ale vedle ”obyčejných derivaćı” jako
dF (x)/dx potkáte parciálńı derivace, např. ∂F (x, y, z,Karel,Klotylda)/∂x.
Dı́vejte se na ně jako na obyčejné derivace podle dané proměnné (zde x), kde
ostatńı proměnné (zde y, z,Karel,Klotylda považujete při derivováńı za kon-
stanty.

Lagrangeovy rovnice

Vyjděme z druhého Newtonova zákona, který dovoluje na základě znalosti p̊uso-
b́ıćı śıly F určit zrychleńı a = d2/dt2 x(t) (derivaci podle času často vy-
značujeme tečkou – a = ẍ(t)):

F = ma = mẍ (1)

Śılu F na levé straně rovnice chceme vyjádřit pomoćı potenciálńı energie. Naivně
to muśı být tak, že śıla na kámen (nějak se mi nechce mluvit o hmotném bodu)
na svahu p̊usob́ı dol̊u, do údoĺı; t́ım větš́ı, č́ım je prudš́ı svah. Naopak, tlač́ıme-li
kámen proti této śıle do kopce, pak se dřeme a na každém kousku dráhy ds
vykonáme práci dA = F.ds, o kterou se potenciálńı energie Ep kamene zvětš́ı.
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Tedy dEp = dA = F.ds. My p̊usob́ıme silou F = dEp/ds proti ”śıle svahu”
opačně orientované:

F = −
dEp

ds
(2)

A ejhle, máme śılu vyjádřenou pomoćı derivace potenciálńı energie podle dráhy
po svahu. Pod́ıvejme se ted’ na pravou stranu Newtonova zákona. Když jsme
nalevo použili jako souřadnici dráhu měřenou po svahu a označili ji s, použijme
s jako proměnnou i na pravé straně. Když už jsme vyjádřili levou stranu pomoćı
potenciálńı energie, zkusme i pravou stranu napsat pomoćı energie. Nalezeńı
účelné řádky úprav chce chv́ıli času a možná pár počmáraných paṕır̊u, zkuste si
to sami nebo postupně odhalujte následuj́ıćı řádek:

ma = ms̈ = m
d

dt
(ṡ) = m

d

dt
(
1

2

d

dṡ
ṡ2) =

d

dt
(

d

dṡ

1

2
mṡ2) =

d

dt
(

d

dṡ
Ek) (3)

Skvělé v́ıtězstv́ı – Newton̊uv pohybový zákon jsme přepsali do podoby rovnice,
ve které vystupuj́ı potenciálńı a kinetická energie tělesa (či sṕı̌se hmotného bodu,
se kterým jsme od začátku mlčky pracovali). Potenciálńı energie tu záviśı na
souřadnici s, kinetická energie pak na rychlosti ṡ.

−
d

ds
Ep =

d

dt
(

d

dṡ
Ek) (4)

Abychom ted’ vypadali jako vzdělanci, zavedeme mı́sto Ek a Ep “Lagrangeovu
funkci” L(s, ṡ) = Ek − Ep (POZOR: L se lǐśı od celkové energie, kde jde o
SOUČET kinetické a potenciálńı energie). Derivováńı podle jedné proměnné
(s nebo ṡ s t́ım, že druhou považujeme za konstantńı) zd̊urazńıme t́ım, že v
rovnici (4) s dosazenou Lagrangeovou funkćı budeme psát parciálńı derivace:

∂L

∂s
=

d

dt
(
∂L

∂ṡ
) (5)

Obvykle nám nestač́ı jedna souřadnice, ale potřebujeme jich několik. Pak máme
tolik rovnic typu (5), kolik je proměnných. Ř́ıká se jim Lagrangeovy rov-

nice II. druhu. Vid́ıme, že nám poněkud usnadňuj́ı život, když umı́me napsat
výrazy pro kinetickou a potenciálńı energii – pak už funguje př́ımočará kuchařka:
spoč́ıtej derivace a napǐs rovnice – vyřeš je – raduj se z výsledk̊u.

Všimněte si naš́ı libov̊ule ve volbě souřadnice. Vyjádř́ıme-li novou souřadnici
u pomoćı staré souřadnice s, u = g(s), kde g je libovolná rozumná funkce (sami
hned nahlédnete, co to znamená), nezávisej́ıćı na čase, pak drobným cvičeńım
derivováńı složených funkćı najdete

∂L

∂s
=

∂L

∂u

dg

ds
, u̇ =

dg

ds
ṡ,

∂L

∂ṡ
=

∂L

∂u̇

dg

ds
. (6)

Hned vid́ıte, že po dosazeńı do rovnice (5) je derivace g podle s na obou stranách
rovnice, a pokud je nenulová v celém oboru proměnné s, pak ji lze vykrátit.
Tak dostaneme Lagrangeovu rovnici v nové proměnné u, tvar rovnice se ale
v̊ubec neměńı. Současně jsme poznali, že g(s) muśı mı́t nenulovou derivaci –
být monotonńı.

Tuto kapitolku konč́ıme malým v́ıtězstv́ım – poṕı̌seme-li systém dosti libo-
volnou souřadnićı a umı́me-li jej́ı pomoćı napsat kinetickou a potenciálńı energii
systému, umı́me pak už automaticky napsat pohybovou rovnici.
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Ted’ už to zbývá jen vyzkoušet na nějakém triviálńım pr̊uhledném př́ıkladu.
Třeba padaj́ıćı kámen v t́ıhovém poli popisovaný vzdálenost́ı s od ochozu roz-
hledny, ze které byl upuštěn, má kinetickou a potenciálńı energii

Ek =
1

2
mṡ2, Ep = −mgs, L =

1

2
mṡ2 + mgs (7)

a tak
∂L

∂s
= mg,

∂L

∂ṡ
= mṡ,

d

dt

∂L

∂ṡ
= ms̈. (8)

s výslednou Lagrangeovou rovnićı ve tvaru v naprosto, ale naprosto neočekáva-
ném tvaru

mg = ms̈, resp. g = s̈ (9)

Tak vid́ıme, že sice nedostáváme nic nového, ale snad bude nalezený nástroj
užitečný. Pojd’me ale změřit taĺı̌r!

Taĺı̌rový potenciál

Pro měřeńı taĺı̌re jsem si zkonstruoval velmi komplikované zař́ızeńı: lat’ku pro-
vrtanou v centimetrových vzdálenostech d́ırkami, do kterých zasunuji měřićı
drát čouhaj́ıćı z posuvného měř́ıtka, neboli šupléry, jak ř́ıkali naši dědečkové.
Výsledkem měřeńı je výška horńı hrany lat’ky nad taĺı̌rem. Naměřená data

Obrázek 2: Aparatura k měřeńı taĺı̌re

by bylo vhodné zaznamenat do estetické tabulky a dále opracovávat. Lidská
práce je dnes drahá, využijme stroje. Zvláště se k tomuto účelu hod́ı tabulkové
kalkulátory jako např. Excel, který se vnutil skoro všude. Pod́ıvejte se na můj
záznam, který je z Excelu přenesený do obrázku 4.

V prvńı tabulce jsou zaznamenány výšky h od povrchu taĺı̌re k horńı hraně
lat’ky v závislosti na vzdálenosti r od středu taĺı̌re. Předpokládám, že taĺı̌r je
rotačně symetrický a tak že je jedno, jak lat’ku natoč́ım. Také je jedno, zda
měř́ım od středu na jednu nebo druhou stranu. Při každém měřeńı se dopoušt́ıme
drobných nepřesnost́ı; abych měl představu o jejich velikosti, mám v tabulce ve
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Obrázek 3: Detailńı pohled na komplikované měřeńı (vlevo) a stupnici měřićıho
př́ıstroje před manuálńı digitalizaćı (vpravo)

druhém sloupci své měřeńı jedńım směrem od středu a ve třet́ım sloupci měřeńı
ve druhém směru od středu. Každá osoba se bude dopouštět nepřesnost́ı jiných
– proto jsem poprosil syna Milana, aby také taĺı̌r změřil; jeho výsledky jsou ve
čtvrtém a pátém sloupci. Vid́ıte, že hodnoty se lǐśı v setinách mm, to je docela
přirozené. Žádná z hodnot neńı špatně nebo lepš́ı než jiná, proto jsem z nich
v posledńım sloupci spoč́ıtal středńı hodnotu.

Pro Lagrangeovu rovnici, o které jsme mluvili v předcházej́ıćı části, potřebuji
vhodnou souřadnici pro popis pohybu kuličky. V roli této souřadnice se mi
neĺıb́ı vzdálenost r od středu taĺı̌re měřená na stole nebo na lat’ce, ale raději
bych jako souřadnici použil vzdálenost od středu taĺı̌re měřenou po po-

vrchu taĺı̌re, s kladnými hodnotami na jednu stranu, se zápornými na dru-
hou. Pojmenuji si ji s. Nejjednodušš́ım postupem, jak spoč́ıtat s v závislosti na
r, bude zjednodušeně předpokládat, že taĺı̌r od jednoho mı́sta měřeńı lineárně
stoupá k daľśımu mı́stu měřeńı – pak z Pythagorovy věty budu mı́t si+1 −
si =

√

(ri+1 − ri)2 + (hi+1 − hi)2. Tento vzoreček jsem použil při vyplňováńı
prvńıho sloupce druhé tabulky na obr. 4.

Do druhého sloupce pak vyplňuji hodnotu g.(h(0)−h) (rozd́ıl je tam k tomu,
abych dostal nulu ve středu taĺı̌re). To je až na hmotnost kuličky jej́ı potenciálńı
energie, ř́ıká se tomu potenciál (podobně v elektrostatice stač́ı vynásobit po-
tenciál nábojem a máte potenciálńı energii). Pro kontrolu se hod́ı z hodnot v ta-
bulce zkonstruovat obrázek taĺı̌rového potenciálu. Nejjednodušš́ı je asi označit
ty dva zaj́ımavé sloupce, t’uknou na ikonku grafu, vybrat XY bodový a z jeho
možnost́ı jen osamělé body. A máme obrázek, jasně ukazuj́ıćı, jak dno taĺı̌re
stoupá od středu.

To je hezké, ale ještě hezč́ı by bylo mı́t nějakou funkci, která by pr̊uběh po-
tenciálu popisovala. Ťukněte na nějaký ze zobrazených bod̊u na grafu pomoćı
pravého tlač́ıtka myši. Objev́ı se nab́ıdka, z ńıž si můžete vybrat “Přidat spoj-
nici trendu”. To znamená přidat graf některé z nab́ızených jednoduchých funkćı,
kterou Excel prolož́ı bĺızko zadaným bod̊um. V zadávaćım okénku “Přidat spoj-
nici trendu” si vyberte polynomický typ, mně nejv́ıce vyhovoval čtvrtý stupeň
(ale vyzkoušejte si sami, jak vypadaj́ı r̊uzné stupně). V tomtéž okénku t’ukněte
na záložku “Možnosti” a na ńı zaškrtněte všechny tři okénka ve spodńı polovině:
Chcete, aby funkce procházela nulou, tak nulu muśıte napsat do okénka; chcete
vidět rovnici funkce a konečně můžete mı́t kontrolu nad t́ım, jak dobře nalezená
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Talířový oscilátor
tíhové zrychlení [cm s-2] = 981

r [cm] s [cm] g.(h0-h) [m2/s2]

já Milan střed

0 3,45 3,46 3,455 0 0,00

1 3,44 3,45 3,45 3,47 3,451 1,000 3,68

2 3,44 3,37 3,40 3,40 3,403 2,001 51,50

3 3,32 3,32 3,32 3,31 3,318 3,005 134,89

4 3,26 3,27 3,22 3,21 3,240 4,008 210,92

5 3,15 3,15 3,12 3,11 3,133 5,014 316,37

6 3,07 3,06 3,03 3,02 3,045 6,017 402,21

7 3,00 3,00 2,98 2,98 2,990 7,019 456,17

8 2,90 2,90 2,90 2,90 2,900 8,023 544,46

9 2,63 2,64 2,65 2,65 2,643 9,056 797,06

10 2,21 2,23 2,20 2,20 2,210 10,145 1221,35

11 1,63 1,66 1,63 1,57 1,623 11,305 1797,68

Konstanty v potenciálu

s1 s2 s3 s4

-36,045 46,572 -7,8131 0,4629

h [cm]

Talířový potenciál

y = 0,4629x
4
 - 7,8131x

3
 + 46,572x

2
 - 36,045x

R
2
 = 0,9981

0,00

200,00

400,00

600,00

800,00

1000,00

1200,00

1400,00

1600,00

1800,00

2000,00

0 2 4 6 8 10 12

s [cm]

g.h [m2/s2]

Obrázek 4: Kus listu v Excelu s hledáńım taĺı̌rového potenciálu
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funkce vystihuje zadané body – č́ım je R větš́ı, t́ım lépe.
Takhle jsem dostal červený graf funkce na obrázku a rovnici polynomu

čtvrtého stupně zobrazenou také na grafu. Konstanty polynomu jsem si opsal
do tabulky na spodku obr. 4. To je daľśı částečné v́ıtězstv́ı – mám “změřen”
potenciál kuličky na taĺı̌ri zp̊usobený t́ım, že taĺı̌r od středu stoupá a je umı́stěn
v gravitačńım poli s t́ıhovým zrychleńım g.

Rovnice pro kuličku na taĺı̌ri a jej́ı řešeńı

Potenciálńı energii kuličky na taĺı̌ri už známe, jaká bude jej́ı kinetická ener-
gie? Pohledem snadno zjist́ıme, že kulička se na taĺı̌ri kouĺı, neprokluzuje a
delikátně rachot́ı. Všechna tato pozorováńı posléze využijeme. Pohybuje-li se
kulička postupnou rychlost́ı v = ṡ, pak kinetická energie tohoto pohybu je dána
standardńım výrazem Ekp = 1/2 mṡ2. Ke kinetické energii ale přisṕıvá i rotačńı

pohyb: Ekr = 1/2 Jφ̇2, kde J je moment setrvačnosti kuličky a φ̇ = ω je úhlová
rychlost. Pokud kulička neprokluzuje a r je jej́ı poloměr, pak ṡ = r.φ̇, moment
setrvačnosti koule si bud’ už umı́te spoč́ıtat nebo ho najdete v moudré knize –
J = 2/5 mr2. Tak můžeme napsat pro celkovou kinetickou energii

Ek = Ekp + Ekr =
1

2
mṡ2 +

1

2
Jφ̇2 =

1

2
mṡ2 +

1

2
.
2

5
mr2φ̇2 =

=
1

2
mṡ2 +

1

5
mṡ2 =

7

10
mṡ2 (10)

Se znalost́ı kinetické a potenciálńı energie můžeme psát lagrangián

L = Ek−Ep =
7

10
mṡ2−m.(0, 4629s4−7, 8131|s|3 +46, 572s2−36, 045|s|) (11)

Výraz pro potenciálńı energii jsem opsal z obr. 4, jen jsem u lichých mocnin
s doplnil absolutńı hodnotu, protože tvar potenciálu nalezený v Excelu pro
kladná s chci symetricky rozš́ı̌rit pro záporná s. Lagrangeovu rovnici sestav́ıme
opět z derivaćı lagrangiánu, jen mne t́ıž́ı otázka, jak derivovat absolutńı hodnotu
|s|. Napravo od nuly, pro kladná s je |s| = s, ∂/∂s |s| = +1, nalevo od nuly,
pro záporná s je |s| = −s, ∂/∂s |s| = −1. Zkontrolujte mne, že to oboje mohu
zapsat jedńım vztahem ∂/∂s |s| = s/|s|. Podobně ∂/∂s |s|3 = s3/|s|. Pak

∂L

∂s
= −m.(4 × 0, 4629s3 − 3 × 7, 8131

s3

|s|
+ 2 × 46, 572s − 36, 045

s

|s|
),

∂L

∂ṡ
= 2.

7

10
mṡ =

7

5
mṡ,

d

dt

∂L

∂ṡ
=

7

5
ms̈.

Sestav́ıme Lagrangeovu rovnici:

7

5
ms̈ = −m(4 × 0, 4629s3 − 3 × 7, 8131

s3

|s|
+ 2 × 46, 572s − 36, 045

s

|s|
) (12)

s̈ = −
5

7
(4 × 0, 4629s3 − 3 × 7, 8131

s3

|s|
+ 2 × 46, 572s − 36, 045

s

|s|
) (13)

To je pohybová rovnice pro kuličku na taĺı̌ri. Všimněme si, že jsme nedostali
nic moc překvapivého – na levé straně rovnice (12) je hmotnost krát zrychleńı,
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jen je započtena skutečnost, že zrychlováńım také kuličku roztáč́ıme. Na pravé
straně je pak śıla dána zápornou derivaćı potenciálu.

Když si ted’ dodatečně vzpomı́nám, že do popisu by bylo vhodné zabudo-
vat valivé třeńı kuličky (i když pro jeho velikost zat́ım nemám žádný odhad),
pak bych ho asi mohl přidat jako daľśı člen na pravou stranu rovnice (12).
Protože valivé třeńı kuličky na taĺı̌ri neńı velké, vystač́ım snad s nejjednodušš́ım
přibĺıžeńım, kdy třećı śılu ponechám konstantńı. Jen se muśım postarat, aby tato
třećı śıla p̊usobila proti pohybu, tj. aby jej́ı směr byl opačný než směr rychlosti.
Na pravou stranu (12) tak přidávám člen −Ft.ṡ/|s|. Do rovnice (12) pak přibude
tento třećı člen ve tvaru −(5/7).at.ṡ/|s|, kde symbol at = Ft/m označuje zrych-
leńı (zpožděńı) d́ıky třeńı. Nemám zat́ım odhad pro jeho velikost, snad se mi
podař́ı ji nějak určit.

Pohybovou rovnici stač́ı vyřešit. To sice zńı jednoduše, ale rovnici s druhou
derivaćı hledané funkce s(t), tedy diferenciálńı rovnici druhého řádu (12), asi na
prvńı pohled řešit neumı́te. Docela jednoduše ji ale lze řešit numericky, např́ıklad
v již použitém tabulkovém kalkulátoru, např. Excelu. Předt́ım, než začneme
plnit buňky v Excelu, je účelné si uvědomit, jak pohybová rovnice funguje.
V počátečńım časovém okamžiku zadáme polohu kuličky a jej́ı rychlost. Pak
můžeme přibližně ř́ıci, jak se změńı poloha kuličky během následuj́ıćıho časového
intervalu dt: s(t + dt) = s(t) + ṡ(t).dt, nebot’ s(t) i ṡ(t) známe z počátečńıch
podmı́nek. Podobně se změńı rychlost: ṡ(t + dt) = ṡ(t) + s̈(t).dt, tady ale
potřebujeme mı́t spoč́ıtané zrychleńı s̈(t). To ale můžeme spoč́ıtat z počátečńıch
podmı́nek pomoćı pohybové rovnice.

Stručný návod na řešeńı pohybové rovnice v Excelu

1. Ponech si několik řádek tabulky na komentáře atd.;
2. Nadepǐs si ńıže sloupečky: čas [s], souřadnice [cm], rychlost [cm/s], zrych-

leńı [cm/s2] nebo jinak podle svého;
3. Naplň prvńı sloupeček časy rostoućımi od nuly po malých kroćıch (já jsem

zkusil 0,01 s) až do času např. 5 s;
4. Do řádku s časem 0 dopǐs počátečńı podmı́nky pro s(t) a ṡ. Já jsem zač́ınal

s kuličkou na okraji taĺı̌re v klidu;
5. Do řádku s časem 0 dopǐs do patřičné buňky zrychleńı s̈(t) spoč́ıtané

z pohybové rovnice (13). K tomu účelu si možná přeneseš nad tabulku
konstanty v potenciálu resp. v jeho derivaci.

6. Do řádku s následuj́ıćım časem zadej do buněk pro rychlost a zrychleńı
vzorce s(t+dt) = s(t)+ṡ(t).dt a ṡ(t+dt) = ṡ(t)+s̈(t).dt. Jako časový krok
dt použ́ıvej rozd́ıl dvou po sobě následuj́ıćıch buněk v ”časovém” sloupci.
Dále ”natáhni” vzorec pro výpočet zrychleńı do tohoto řádku.

7. Roztáhni vzorce v buňkách pro s(t), ṡ a s̈(t) na všechny řádky s připravený-
mi časy.

8. Označ oblast hodnot čas̊u a souřadnic a nech si je nakreslit jako ”XY
bodový graf”;

9. Kochej se krásně vykreslenou vlnitou křivkou popisuj́ıćı kmity kuličky na
taĺı̌ri. Pokud nevid́ı̌s rozumnou vlnovku, odstraňuj daľśı posledńı chyby
tak dlouho, až budeš svým výsledk̊um věřit.

10. Změň časový krok v prvńım sloupci a najdi takovou hodnotu, kdy jej́ı
zmenšováńı už nebude vidět na výsledku.

11. Pro srovnáńı s harmonickým pohybem si do daľśıho sloupečku dopoč́ıtej
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A.cos(2πt/T ), když jsi si do nějakých buněk v úvodu připravil rozumné
hodnoty amplitudy A a periody T . Nastav tyto hodnoty tak, aby perioda
harmonického pohybu odpov́ıdala periodě kuličky na taĺı̌ri a amplituda
maximálńı výchylce kuličky;

12. Přidej si do úvodu buňku s hodnotou konstanty třećıho zrychleńı a doplň
do výpočtu zrychleńı člen popisuj́ıćı třeńı. Začni s nulovou konstantou a
postupně ji zvětšuj. Na časovém pr̊uběhu souřadnic bys měl vidět vlnovku
se zmenšuj́ıćı se amplitudou. Možná uvid́ı̌s i měńıćı se periodu. Pokud se
budou výsledky chovat neočekávaně, opravuj chyby, dokud nebudeš řešeńı
věřit.

13. Jásej! Vyřešil jsi pohybovou rovnici kuličky na taĺı̌ri a jsi připraven srovnat
svou teorii s experimentem. Ilustrace mého snažeńı je na obr. 5 dále.

Talířový oscilátor

Konstanty v potenciálu Harmonický průběh

s1 s2 s3 s4 Perioda [s] 1,29

-36,045 46,572 -7,8131 0,4629 Amplituda [cm] 11

Konstanty v derivaci potenciálu

-36,045 93,144 -23,4393 1,8516 Třecí zrychlení [cm/s2] 6,7

čas [s] s [cm] ds [cm/s] dds [cm/s2] Harmonický Měření

0,00 11,00 0,00 -440,62 11 0

0,01 10,96 -4,41 -428,03 10,9869546

0,02 10,87 -8,69 -412,95 10,9478494

0,03 10,74 -12,82 -391,42 10,882777

0,04 10,57 -16,73 -364,60 10,791892

0,05 10,37 -20,38 -333,83 10,6754097

0,06 10,13 -23,71 -300,57 10,5336066

0,07 9,87 -26,72 -266,25 10,3668189

0,08 9,57 -29,38 -232,20 10,1754423

0,09 9,25 -31,70 -199,57 9,95993061

0,10 8,92 -33,70 -169,27 9,7207951

0,11 8,56 -35,39 -142,01 9,45860293

0,12 8,20 -36,81 -118,23 9,173976

0,13 7,82 -38,00 -98,17 8,86758941

0,14 7,43 -38,98 -81,87 8,54016988

0,15 7,03 -39,80 -69,20 8,19249401

0,16 6,62 -40,49 -59,94 7,82538645

0,17 6,21 -41,09 -53,73 7,43971794

0,18 5,80 -41,62 -50,16 7,03640324

0,19 5,37 -42,13 -48,76 6,61639897

0,20 4,95 -42,61 -48,98 6,18070133

0,21 4,52 -43,10 -50,28 5,73034375

0,22 4,08 -43,61 -52,04 5,26639442

0,23 3,64 -44,13 -53,60 4,78995379

0,24 3,19 -44,66 -54,26 4,30215193

0,25 2,74 -45,21 -53,28 3,80414583

-15,00

-10,00

-5,00

0,00

5,00

10,00

15,00

0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00

Obrázek 5: Kus listu v Excelu s řešeńım pohybové rovnice

Srovnáńı teorie s experimentem

Experimentálńı výzkum kuličky na taĺı̌ri může být r̊uzně podrobný a r̊uzně rafi-
novaný. Nejjednodušš́ı je změřit alespoň periodu kmit̊u, což lze pomoćı hodinek
nebo stopek, v každém př́ıpadě to ale vyžaduje postřeh. Protože jsem pohodlný
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a pomalý, zjednodušil jsem si měřeńı programem pro záznam zvuku, speciálně
programem Audacity – kulička totiž při kouleńı pěkně rachot́ı a polohy, v nichž
se obraćı, lze docela snadno identifikovat podle ticha: pod́ıvejte se na obr. 6.

Obrázek 6: Záznam rachotu kuličky z programu Audacity

Z tohoto záznamu jsem odměřil časy obraceńı a zahrnul je do tabulky v Ex-
celu – hodnota nula, žluté čtverečky, ke kterým jsem dokreslil chybové žluté
chybové úsečky. Tak jsou na grafu v obr. 5 vyznačeny časy, ve kterých se kulička
obraćı. Do těchto čas̊u je třeba se strefit řešeńım a jediný volný parametr, který
máme k dispozici, je třećı zrychleńı. Na obrázku vid́ıte, že se mi podařilo se
do čas̊u obratu opravdu strefit. Kdybych byl rychlý a šikovný, mohl bych si
ještě poznamenávat polohy obratu kuličky, abych změřil zmenšováńı amplitudy
kmit̊u. Také bych mohl kuličku filmovat a pak analyzovat jednotlivé sńımky...

Třećı zrychleńı jsem nepř́ımo zjistil srovnáńım svého teoretického výpočtu a
experimentálńıch dat: at = 6, 7cm.s−2. Citlivost výpočtu je taková, že poznám
změny at o velikosti asi 0, 15cm.s−2, tedy chyba (nejistota) at je zhruba 2%. Je
zjǐstěná hodnota rozumná? Odporová śıla valivého třeńı se obvykle uvažuje ve
tvaru Ft = ξ.Fn/R, kde ξ je rameno valivého třeńı, Fn normálová śıla, v našem
př́ıpadě t́ıha, R poloměr vaĺıćıho se tělesa. Zjǐstěná hodnota třećıho zrychleńı
at = Ft/m = (6, 7 ± 0, 15)ms−2 a poloměr kuličky R = (4, 0 ± 0, 1) mm vedou
k hodnotě ramene valivého třeńı ξ = (0, 027 ± 0, 001) mm. V tabulkách [3]
nacháźım hodnoty od 0,01 mm pro ocel na oceli v kuličkových ložisćıch přes
0,03 mm pro ocelové kuličky na ocelové desce po 0,5 mm pro kolo na kolejnici.
V tomto kontextu je źıskaná hodnota pro kuličku na taĺı̌ri docela d̊uvěryhodná.

Shrnut́ı

Pokud jste vydrželi až sem, tuš́ıte, jak vypadá Lagrangeova rovnice II. druhu,
jak ji použ́ıt, jak může vypadat v konkrétńım př́ıpadě nalezeńı potenciálu, jak
jednoduše pohybovou rovnici řešit, že ze srovnáńı teoretického popisu systému
s experimentem lze źıskat i daľśı vlastnosti systému. Byli jste zdatńı, odvážńı a
vytrvaĺı. Když se zamysĺıte takřka nad kterýmkoli krokem, který jsme udělali,

10



zjist́ıte, že potřebuje daľśı upřesňováńı, hlubš́ı pohled, daľśı studium. Ještě ne-
rozumı́te ani zdaleka všemu, ale udělali jste pěkný krok.

Epilog

Dř́ıve, než jsem dopsal tento článeček, pokusil jsem se toto téma olympionik̊um

přednést. Sice neprotestovali, ale také nev́ım, jestli si sami doma zkusili podobné

počty provést. Možná jim tento článek pom̊uže udělat daľśı krok za standardńı

náplň gymnaziálńı fyziky. Třeba se inspiruje také nějaký kantor a bude uvažovat,

jestli podobná témata na středńı školu patř́ı nebo ne. Já si mysĺım, že ano, ale

zřejmě ne pro všechny studenty, sṕı̌se jen pro zájemce. O zájemce, které fyzika

bav́ı.

Jestlipak by tuto triviálńı úlohu zvládl náš opulentně žij́ıćı pan prezident?
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[1] Brdička M., Hlad́ık A.: Teoretická mechanika. Academia Praha 1987

[2] Trkal V.: Mechanika hmotných bod̊u a tuhého tělesa. NČSAV Praha
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